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Universitk Paris VII 2 place Jussieu-75221 Paris cedex 05, France 
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Rbumi-Les auteurs ktudient le cas des facteurs de forme modtrts et des grands nombres de Rayleigh. 
Une solution asymptotique valable pour une faible inclinaison est obtenue par la methode de Galerkin. 
La circulation est caract&is&e pour les nombres de Rayleigh assez grands, par I’existence de deux nappes 
le long des parois suptrieure et inftrieure et d’une rkgion centrale stratifite oti se dkveloppe une 
circulation faible de sens contraire. Le nombre de Nusselt global est indkpendant du nombre de Prandtl 
et de la forme 

Nu = I +a(k,M)r\~2 

Les rtsultats expCrimentaux sont en bon accord avec les prCvisions thCoriques 

NOMENCLATURE 

accirkation de la pesanteur ; 
demi-hauteur ; 
hauteur ; 

facteur de forme, L/H ; 
largeur ; 
vecteur unitaire normal aux parois; 

nombre de Nusselt global ; 
nombre de Prandtl v/x ; 
nombre de Rayleigh, 

(T,-T&BH3/xl~; 
tempkrature rkduite; 

tempkrature i I’ordre z&o en cp ; 
tempkrature g l’ordre un en cp ; 
tempkrature ti l’ordre deux en cp ; 
temptrature de la paroi chaude; 
tempkrature de la paroi froide; 

vitesse quasi horizontale V’ = --; 
8Y 

coordonnke quasi horizontale; 
coordonnke quasi verticale. 

Symboles grecs 

a, indice d’ordre du dkveloppement en ‘,I ; 

IA coefficient de dilatation thermique; 

6, kpaisseur de la couche limite; 

(0, angle d’inclinaison ; 

Zk 

fonction de courant rkduite; 

fonction de courant au premier ordre ; 

i 2, fonction de courant au second ordre; 

I’, viscositk cinkmatique; 

%, diffusivitt thermique. 

INTRODUCTION 

L’EXPERIMENTATEUR qui mesure un coefficient de 
transport d’un liquide, conductivitt thermique ou 
coefficient Soret par exemple, utilise le plus souvent 
une cellule horizontale chauffke par le haut afin 

d’iviter l’influence du transport convectif. 
Notre propos est d’ttudier la convection cor- 

respondant B une kg&e inclinaison d’une telle cellule 
(Fig. I), pour des facteurs de forme modCrCs et des 
nombres de Rayleigh assez grands. Des rksultats 
numkriques et expkrimentaux ont Cti: publiks sur le 
flux de chaleur B travers une cellule inclinie d’un 

angle quelconque [l-6]. Ces rksultats assez com- 
plexes permettent difficilement des prkvisions prk- 
cises pour le cas qui nous intkresse. 

F~ti. I 

Par contre, un dkveloppement par rapport B 
I’angle d’inclinaison, semblable g celui utilist: par 
Hart [7] fournit par construction une solution 
asymptotique pour q,-0. Elle permet done, en 
particulier, d’estimer correctement I’effet d’un dkfaut 
d’horizontalitk lors des mesures CvoquCes ci-dessus. 

EQUATIONS ET LlNEARISATION 

Supposons le mouvement bidimensionnel, et choi- 
sissons pour unit& de fonction de courant la 
diffusivitk thermique x, pour unite de longueur la 
demi-kpaisseur h, et pour uniti: de templrature 

(T, - Tf)/2. 
Alors, dans le cadre des approximations usuelles 

nous obtenons, avec les conventions de la Fig. 2, 
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pour le regime stationnaire, le systeme 

M=(T-T,)~Bh3=fi 
2xv 16’ 

FIG. 2. 

(3) 

La fonction de courant rj et la composante normale 
de son gradient s’annulent sur les parois. La 
temperature T vaut k 1 pour y = + 1 et la com- 
posante normale du gradient de Test nulle sur les 
parois lattrales adiabatiques x = +k. Pour cp = 0, le 
systime (1 ), (2) admet la solution To = y, $,, = 0. 

Supposons qu’il existe un developpement rationnel 
en ,p de la forme 

T(x,y)=~+y,T,(.~,y)+cp’T,(.u,y)+.. 

wGy)= ~~l(.~,Y)+cp2~2(.~,4')+.... 

Nous obtenons alors les systemes lineaires 

. . 

ak 
X+ATZ = g,, tl = 0,1,2,.. 

avec 

w, aT, w, aT, 
g2=aydx-axay 

et les conditions aux limites 

tiL, = V+;n = 0 sur les bords 

T,(x, f 1) = + 1, 

T,(x,$l)=O, a>l, 

aT, 
a,’ + k, y) = 0 (parois isolantes). 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Remarquons que $r est paire en x et en !; r+k2 
impaire en x et en y, T, impaire en x et paire en y, T2 

paire en x et impaire en y. 
Constatons qu’au premier ordre le nombre de 

Prandtl n’intervient pas. 

ANALYSE SCHEMATIQUE POUR 
M>>I ET kzl 

Les situations experimentales qui nous interessent 
correspondent le plus souvent a de tres grandes 
valeurs du nombre de Rayleigh. Dans ce cas, le 
systeme (I), (2) devient singulier et, a l’ordre zero en 
l/M, l’tquation (1) se reduit a : 

a a 
sin (p G - cos C/J Z 

i 
T= 0. (16) 

Les equations admettent pour solution des fonctions 

de la forme 

T= a(xsino+ycosq)+b, (17) 

$ = $(xsincp+ycos(i,). (18) 

Ces fonctions, qui correspondent a des isothermes 
horizontales et a des vitesses horizontales ne per- 
mettent pas de satisfaire aux conditions aux limites. 

I1 est neanmoins raisonnable de supposer que la 
region centrale est de ce type, c’est-a-dire stratifiee 
horizontalement, tout comme dans le cas vertical 

POI. 
Les quatre photographies de la Fig. 3 montrent les 

lignes de courant pour une grande valeur du nombre 
de Rayleigh et des angles de Y, lo”, 20” et 30”. 

On constate pour les angles de 5” et 10” que les 
lignes de courant, dans la region centrale, suivent 
bien l’horizontale materialisee par des Croix. Cela est 
moins net pour les angles plus grands. 

On voit egalement la difference de structure de 
l’tcoulement entre les cas 5” et 10” d’une part et 30” 
d’autre part. Cette difference tient a I’existence dans 
le cas des petits angles d’une nappe centrale tournant 
en sens inverse. Ceci se retrouve pour Ra assez grand 
db que la condition tgcP< l/k est realisee. Cette 
condition peut s’interpreter simplement car elle 
permet de &parer deux situations physiquement 
distinctes. Lorsque tgcp< l/k le plan horizontal 
passant par le centre de la cellule coupe les parois 
adiabatiques. Au contraire lorsque tgcp> l/k un tel 
plan coupe les deux parois isothermes maintenues a 
des temperatures differentes. Le raccordement d’un 
champ de temperature stratitie de la forme (17) ne peut 
done se faire de la m&me manitre dans les deux cas. 

Quoiqu’il en soit de cette interpretation, on 
constate expirimentalement que les circulations 

principales s’organisent comme l’indiquent les 
schemas de la Fig. 4. 
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FIG. 3. Structure des l&es de courant pour d~~~rents angles d’inciinaison. Ra = 1920000, k = 2, (a) q = 30”, 
(b) (p = 20”, (c) tp = fO”, fd) q = 5”. Les Croix indiquent Ia direction horizontale. 
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FIG. 4. Reprtsentation schkmatique des lignes de courant 
pour tg~!l> l,‘k (cas A), et tgcp cc l/k (cas B). 

Now poserons, comme limite sup&ewe extrime de 
la validit& des dt5veloppements (6), (7), la condition 

I 
@w-Q (19) 

LICNES DE COURANT 

La Fig. 5 donne pour k = 4 les lignes de courant 
$ = (?$I + (p2ti2 obtenues en rtsolvant les kquations 
(6) et (7) pour t( = 1 et 2, par la m&hode de Galerkin 
[I, 7, 8, 91. La r&solution au second ordre est utile 
pour comparer aux photographies obtenues pour des 
angles relativement grands (Fig. 6). On constate que 
la circulation s’organise conformkment au schttma B 
(Fig. 4). Pour Ra assez grand, apparait une nappe 
centrale relativement lente, tournant en sens con- 
traire du sens naturel, sens nature1 qui est celui des 
nappes relativement rapides qui sont prQ des parois 
isothermes. 

L’apparition de la nappe centrale correspond g 

l’itablissement de la stratification thermique hori- 
zontale. A cette stratification est associCe (Fig. 7), 

pour le nombre de Nusselt global, une transition qui 
s&pare un rkgime fortement croissant avec Ra et un 
rtgime a croissance modkrCe avec Ra. 

ORDRES DE GRANDEURS 

II est possible d’estimer l’ordre de grandeur des 
principales variables pour Ra assez grand. 

Admettons que, dans la rCgion centrale, 

ce qui correspond, pour cp-+O,1 la forme (I 7). 
Admettons que les nappes rapides qui raccordent 

la rttgion centrale aux parois isothermes ont une 
kpaisseur de l’ordre de 6. 

L’kquation (6), compte-tenu de (20), permet 
d’Ccrire 

(21) 

d’oti 

Dans les nappes proches des parois: 

(23) 

(24) 

(25) 

NOMBRE DE NUSSELT 

A partir de I’kquation (2), on montre (annexe 1) 

que le nombre de Nusselt global Nu est don& par 

Nu=I+A 
SI 

(Vn’dxdJ, (26) 

Oh T= T-J. (27) 

Compte-tenu du d&veloppement (4), il vient : 

Nu= I+$ (VT, )’ dr dy 

02 
4 3 . 

+4k J1 ((VT,)‘+(VT, .Vr?))dsd_~+... (28) 

d’oti I’on dkduit qu’au second ordre le nombre de 
Nusselt est indipendant du nombre de Prandtl 

Nu = 1 +a(k,M)cp’+O($). (29) 

Les valeurs de a(k, M) calcul&es g partir‘de (28) par 
la mCthode de Galerkin sont don&es sur la Fig. 7. 

La formule (28) permet tgalement d’estimer I’ordre 
de grandeur de c(. En effet comme VT, - I dans la 
rCgion centrale et VT, -(k/ii) dans une rigion dont 
I’Cpaisseur est de I’ordre de fi prts des parois 
isothermes, on doit avoir, si SC< 1, d’aprks (28), 

2 
_ ks’3 Ml/h, 

VERIFICATIONS EXPERIMENTALES 

Un premier type de vkrifications a consist& i 

photographier les lignes de courant, rendues visibles 
au moyen de paillettes d’aluminium. On a utilisi de 

I’eau ou du glycol pour obtenir, avec des &carts de 
tempiratures faibles, les valeurs souhaitees du 
nombre de Rayleigh. 

Ces photographies, dont quelques unes sont sur la 

Fig. 6, sont en tr&s bon accord avec les lignes de 
courant calculttes. 

a 

50 !- 

k=4 

10-y * =I 

c / I 
0 500000 1ccoooo 

et (7) donne, compte-tenu de (20): 

ti k 
-5- 

k 6’ 

M 

FIG. 7. Valeurs calculies de a(k,M) 
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..__ , 
-1.00 -0.75 -o.io -0.i5 

Angle = 0.087266 

M =5000 

0.00 025 o.io oi5 I.60 

K=4 

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 ODO 0.25 0.50 075 ID0 

Angle - 0.087266 

M - 12000 K-4 

-I.‘& -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 oio 075 Loo 

Angle = 0.087266 

M = 60000 K=4 

Angle -0.087266 

M = 200000 K=4 

FIG. 5. Lignes de courant calculies. k = 4. c I = 5” et Ra = 16 M = 80000. I900()0. 960000. 3 200000. 
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Fm.6. Photographiedeslignesdecourantpourk = 4,i o = 5’,et (a)Rtr = XOO00glycol.(b)Ru = 19000Oeau. 
(c) RU = 960000 glycol, (d) RN = 3 200000 eau. 

Un deuxiL:me type de vbrifications, plus quantitatif, 

Porte sur la mesure du nombre de Nusselt global. 
Pour realiser ces mesures, compte tenu de la petitesse 
de l’effet dans notre cas, nous avons utilise une 
mithode sensible d&rite dans l’annexe 2. 

Une premiere serie de mesures (k = 2 et-k = 4, Ra 
= 450000) realist-e avec du glycol donne les points 
experimentaux de la Fig. 8. Pour k = 2, on verifie 
que les points experimentaux se placent sur la courbe 
theorique lorsque (1, est assez petit. Cela n’est pas 
visible lorsque k = 4, c’est pourquoi, en reequilibrant 
l’appareil de mesure pour accroitre la sensibilitt, 
nous avons realist: une deuxieme serie de mesures 
(k = 4, Ra = 370000) sur le domaine d’angles 
beaucoup plus petits correspondant au cercle de la Fig. 
8. Cette deuxieme sirie est representee sur la Fig. 9. 

Nous avons egalement trace deux courbes de c( en 

fonction de A4 pour k = 4 pour deux angles (Fig. 10). 
Ces courbes montrent la encore que les resultats 
experimentaux s’approchent des resultats theoriques 
lorsque I’angle diminue. 

En examinant les seconds membres des equations 
(6) et (7) on peut estimer, avec un nombre de 
Prandtl assez grand, que T2 - kT,. La contribution, 

positive, de T2 au nombre de Nusselt est done de 
I’ordre de crk2va. Ceci justifie bien I’ordre de 
grandeur de l&art entre les rtsultats experimentaux 
et theoriques des que la condition (19) n’est plus 
respect&e. 

Enfin, la validite des exposants de la formule (30) 
peut etre verifiee sur les Figs, (I I ) et (I 2). Ces figures 
montrent que compte tenu du caractere un peu 
rustique des approximations les resultats sont 
acceptables. 

CONCLUSION 

La theorie asymptotique (n-0 permet d’estimer 
I’influence de la convection sur une mesure de 
conductivite thermique lorsque cette convection est 
lite a un defaut d’horizontalite. 

Les resultats obtenus mettent en evidence 
I’inconvenient qu’il y a. toutes chases egales par 
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FIG. 8. Nombre de Nusselt en fonction du carre de I’angle, 
pour M = 28000, les drones correspondent aux valeurs 
calcul6es de a. Le cercle pres de l’origine correspond au 

domaine de la Fig. 9. 

1.05 

104- 

2 1.03- 

1.02 - 

I.01 - 

IL 

(p” badI 
FIG. 9. Nombre de Nusseh en fonction du carre de l’angle 

d’inclinaison pour de trts petits angks. 

a=a(M) k-4 

IO 
l 0 0 0 

a 
CI cb 90.075 md 

. 4 -0.149 rad 

- ThWe . 
0 

FIG. 10. Comparaison des ksultats theoriques calculis et 
des valeurs experimentales de c1 deduites des mesures du 

nombre de Nusselt au moyen de I’iquation (29). 

ailleurs, g utiliser des cellules de grands facteurs de 
forme, pour de telles mesures. 

Par ailleurs nous expkons avoir mis en lumikre le 
caracttre un peu original de la convection laminaire 
dans le cas des faibles angles et Iorsque la paroi 
supkrieure est la plus chaude. 
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ANNEXE I 

Reprenons l’kquation (2) sous la forme 

;[T;-g]+;[ -Ty =o. (31) 

Les parois lattrales Ctant adiabatiques, le flux de chaleur ti 
travers une ligne JJ = yO. c’estkdire: 

est indkpendant de y0 d’oti, en inttgrant par rapport By: 

Posons T= To + Toti To est la tempkrature en absence de 
convection, To = y. 

11 vient @=@,+Q, avec (34) 

%=f jj[T0g+z]d.xdy=2k, (35) 

d’oi 

d’oti 

et enfin 

Par ailleurs r&rivons (31) sous la forme: 

A(T,+F)-V,V(T,+7‘)=0. (37) 

Comme AT, = 0, il vient 

jj 
p(A% V.VT,) = 

jj 
P(V.VT) = 

jj 
fV.(lir)’ = 0 (38) 

(39) 

ss (VT)* dx dq’. (26) 

ANNEXE II: METHODE DE MESURE 
DU NOMBRE DE NUSSELT 

L’appareil utilik, dont la Fig. 13 donne une coupe 
schkmatique, permet de dtduire les variations du flux de 

Cwre 
Altuglos 

\ I “L_.. PolystyrG ‘5, /’ 

AT 

FIG. 13. Coupe schtmatique de I’appareil de mesure du 
flux de chaleur. 

chaleur @ g travers une cellule du rapport de dew 
dilkences de temptratures. L’hypothkse principale est que 
dans toutes les parties solides le gradient de tempkrature est 
perpendiculaire aux blocs Tl et Tz. Dans ces conditions, en 
ntgligeant les variations des conductivitts thermiques avec 
la tempkrature et, pour les liquides, la variation du nombre 
de Rayleigh avec la temptrature moyenne. on peut tcrire 
I’tgalitt du flux de chaleur i travers les quatre comparti- 
ments sous la forme 

tl -7-2 

T-t, 
Q = -h*F (i.s+i.*(S-s)). (43) 

t2-G 
Q = - AS, 

/l 
(44) 

1, conductivitt thermique du solide (Plexiglas), h ipaisseur 
du Plexiglas, i.* = Nul., (01‘1 lo est la conductivitk 
thermique du liquide, glycol), k* tpaisseur de la couche 
liquide, S aire de la section droite du solide, s aire de la 
section droite des cloisons qui entourent le liquide. 

On peut negliger la chute de temptrature dans les blocs 
de cuivre centraux qui sont cependant assez tpais pour 
assurer I’isothermie de 1, et I,. 

Des iquations (41)-(44) on dt-duit facilement 

Oli 

(46) 

(47) 

Les facteurs gtomttriques sont connus avec prtcision. II 
n’en est pas de mkme pour la conductivitk thermique du 
plexiglas. C’est pourquoi nous avons prkfirt diduire /l/i, de 
la condition Nu = 1 pour o = 0 (ce qui nous donne 1/l, 
= 1,369). 

Sans discuter ici les avantages et les inconvknients de 
cette mkthode de mesure. prkisions que la sensibiliti 
maximale (d Nu/dX maximum) est obtenue lorsque le 
“pant” est Cquilibrt, c’est-h-dire lorsqu’on choisit h de telle 
sorte que X = 0 pour Nu = I. 

Les points de la Fig. 9 ont Ctt obtenus pour h* = 22mm et 
h = 25 mm, ce qui correspond presque i I’kquilibrage. 

Les points de la Fig. 9 ont &k obtenus pour h* = 22mm et 
moyen de thermocouples chromel-constantan, de 0,l mm 
de diamttre, deux en strie pour la mesure de (tZ -t, ), 
associis B un microvoltmktre et B un enregistreur. 
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NATURAL CONVECTION IN A RECTANGULAR BOX 
NEARLY HORIZONTAL AND HEATED FROM ABOVE 

Abstract-Moderate aspect ratios and large Rayleigh numbers are studied. An asymptotic solution 
suitable to small inclination angles is given by the Galerkin method. When Rayleigh numbers are large 
enough, the flow is characterized by the presence of two sheets along the upper and lower plates and a 
stratified core where a slow and counter-rotating’ilow is running. The global Nusselt number is 
independent of the Prandtl number and is given by the following equation: 

Nu = I +n(k.M)d. 

Experlmental results are in good agreement with the theoretical predictions. 

FREIE KONVEKTION EIN EINEM RECHTECKIGEN,, NAHEZU HORIZONTALEN. 
VON OBEN BEHEIZTEN BEHALTER 

Zusammenfassung-Mal3ige Seitenverhlltnisse und grol3e Rayleigh-Zahlen wurden untersucht. Eine fir 
kleine Neigungswinkel geeignete asymptotische LGsung nach der Galerkin-Methode wird angegeben. 
Wenn die Rayleigh-Zahlen groB genug sind. wird die StrGmung charakterisiert durch das Vorhandensein 
von zwei Schichten liings der oberen und unteren Platten sowie durch einen geschichteten Kern mit einer 
langsamen gegenliiufigen Str6mung. Die globale Nusselt-Zahl ist von der Prandtl-Zahl unabhiingig und 
wird durch die folgende Gleichung beschrieben: 

Nu = 1 + cc(K, M)cp’. 

Die experimentellen Ergebnisse sind in guter iibereinstimmung mit den theoretischen Voraussagen. 

ECTE~BEHHAII K~HBEKIJ~~R B nPxMoYronbHoR EMK~CTM, 
PACnOSIO2(EHHOn LIO’JTA 1-OPM30HTAJIbHO M HArPEBAEMOA CBEPXY 

AHHOTPuYa- npOBeAeH0 HCCneAOBaHHe eCTeCTBeHHOfi KOHBeKUHH B eMKOCTH C YMepZHHblh4 OTHOUIe- 

HHeM CTOPOH IlpH 6onbmm 3HaSeHHllX 'iHCna Penes. MeTOAOM ran*pKHHa IlOny'ieHO BCHMIITOTH- 

qecKoe pemeetie, cnpaeennm3oe anfl ManbIx yrnoe HaKnoHa EMKOCTH. llpki AoBonbHo 6onbruHx 

3HaSeHHllX 9HCna PeneSI KapTHHa Te'IeHHIl Xa~KTepH3,'eTCX HanH'IHeM CnOK BAOnb BepXHek H CnOIl 

BAOnb HHmHeii IlnaCTHH H CT~TH@UlH~BaHHO~O KAP, B KOTOPOM llpOHCXOAHT MeAJleHHOe 

BO3BPaTHO-BF%WlaTenbHOe ABH;KeHHe XWAKOCTH. CyMMapHOe WiCJIO HyCCenbTa He 3aBHCHT OT 

3HaveHm wcna r@HATnn H 0npenenneTcn ~3 cnenymutero ypaeHeHrin 

Nu = I + a(k, M)42. 

nOJIy%ZHO XOpOlllee COBIIaAeHHe 3KCnepHMeHTanbHbIX AaHHLdX C TeOPeTHYeCKllMH p3ynbTaTaMH. 


