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Résumé—Les auteurs étudient le cas des facteurs de forme modérés et des grands nombres de Rayleigh.
Une solution asymptotique valable pour une faible inclinaison est obtenue par la méthode de Galerkin.
La circulation est caractérisée pour les nombres de Rayleigh assez grands, par Pexistence de deux nappes
le long des parois supérieure et inférieure et d’une région centrale stratifiée ou se développe une
circulation faible de sens contraire. Le nombre de Nusselt global est indépendant du nombre de Prandtl

et de la forme

Nu = 1+alk,M)p?

Les résultats experimentaux sont en bon accord avec les prévisions théoriques.

NOMENCLATURE
g, accélération de la pesanteur;
h, demi-hauteur;

H, hauteur;
k, facteur de forme, L/H ;

L, largeur;
n, vecteur unitaire normal aux parois;
Nu, nombre de Nusselt global ;

nombre de Prandtl v/y;
nombre de Rayleigh,

(T~ T} g B Hpv;

T, température réduite ;

To» température a 'ordre zéro en ¢ ;
Ty, température a 'ordre unen o;

T,, température a I'ordre deux en ¢
T., température de la paroi chaude;
T;, température de la paroi froide;

. . . 0
Ve vitesse quasi horizontale V, = 5|/i;

y

X, coordonnée quasi horizontale;
¥ coordonnée quasi verticale.

Symboles grecs

o, indice d’ordre du développement en ¢ ;
B, coefficient de dilatation thermique;

d, épaisseur de la couche limite;

@, angle d’inclinaison ;

v, fonction de courant réduite ;

¥,, fonction de courant au premier ordre ;
¥,. fonction de courant au second ordre;
v, viscosité cinématique ;

% diffusivité thermique.

INTRODUCTION

L’EXPERIMENTATEUR qui mesure un coefficient de
transport d’un liquide, conductivité thermique ou
coefficient Soret par exemple, utilise le plus souvent
une cellule horizontale chauffée par le haut afin
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d’éviter I'influence du transport convectif.

Notre propos est d’é¢tudier la convection cor-
respondant a une légére inclinaison d’une telle cellule
(Fig. 1), pour des facteurs de forme modérés et des
nombres de Rayleigh assez grands. Des résultats
numeériques et expérimentaux ont été publiés sur le
flux de chaleur & travers une cellule inclinée d’un
angle quelconque [1-6]. Ces résultats assez com-
plexes permettent difficilement des prévisions pré-
cises pour le cas qui nous intéresse.
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Par contre, un développement par rapport a
I'angle d’inclinaison, semblable & celui utilisé par
Hart [7] fournit par construction une solution
asymptotique pour ¢—0. Elle permet donc, en
particulier, d’estimer correctement leffet d’un défaut
d’horizontalité lors des mesures évoqueées ci-dessus.

EQUATIONS ET LINEARISATION

Supposons le mouvement bidimensionnel, et choi-
sissons pour unité de fonction de courant la
diffusivité thermique y, pour unité de longueur la
demi-épaisseur h, et pour unité de température
(T.~T})/2.

Alors, dans le cadre des approximations usuelles
nous obtenons, avec les conventions de la Fig. 2,
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pour le régime stationnaire, le systéme

1 (oy 8 oy d 1
(3aaea Jav—sqee -

M Pr\dy 0x 0x dy
inp2 N\r (1)
s méy cos 7= T,
0y ¢ oY @
— ————|T=AT : 2
<0y ox  ox ay> avee @
T — 3
o ToTghk _Ra
2qv 16
y
+i
-k ~ [tk
==FF —x
}4’
=
o
Fi1G. 2.

La fonction de courant ¥ et la composante normale
de son gradient s’annulent sur les parois. La
température T vaut +1 pour y = +1 et la com-
posante normale du gradient de T est nulle sur les
parois latérales adiabatiques x = +k. Pour ¢ =0, le
systéme (1), (2) admet la solution T, = y, ¥, = 0.

Supposons qu'il existe un développement rationnel
en ¢ de la forme

T(x,y)=y+oTi(x,))+*Th(x,y)+..., 4)
Y(x,p) = @ () + 0¥ (0 p) +... (5)

Nous obtenons alors les systémes linéaires

oT, 1
’ —_AZ Pl .17 (6)
ox M Vo=
b,
l//"+AT, =g, a=012,., N
0x
avec
fo=90=0, (8)
fHi=1 ¢,=0 ©)
s =‘3_T_1_‘_<5‘/’_1A‘7‘/’_1_5_‘/’_1A5_'/’_1>, (10)
: dy Pr\dy ox Ox Oy
oy, 0T, oy,0T, 1
g =212 T (an
dy dx Ox Oy
et les conditions aux limites
Y, =V, n=0 surlesbords (12)
T, £1)= %1, (13)
T,(x,+1)=0, a=l, (14)

Ed

(+k,y)=0 (parois isolantes).
X

(15)
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Remarquons que 1y, est paire en x et en y, ¥,
impaire en x et en y, T; impaire en x et paireen y, T,
paire en x et impaire en y.

Constatons qu’au premier ordre le nombre de
Prandtl n’intervient pas.

ANALYSE SCHEMATIQUE POUR
M>»1 ET kz1

Les situations expérimentales qui nous interessent
correspondent le plus souvent a de trés grandes
valeurs du nombre de Rayleigh. Dans ce cas, le
systeme (1), (2) devient singulier et, a I'ordre zéro en
1/M, Péquation (1) se réduit a:

< i 5 ~ =0 16
1 — —COS (» | X
sin ¢ (¢ ( )

Y X
Les équations admettent pour solution des fonctions
de la forme

T=a(xsiny +ycose)+b, (17)

W = Y (xsing +ycosy). (18)

Ces fonctions, qui correspondent a des isothermes
horizontales et a des vitesses horizontales ne per-
mettent pas de satisfaire aux conditions aux limites.

Il est néanmoins raisonnable de supposer que la
région centrale est de ce type, c'est-a-dire stratifiée
horizontalement, tout comme dans le cas vertical
[10].

Les quatre photographies de la Fig. 3 montrent les
lignes de courant pour une grande valeur du nombre
de Rayleigh et des angles de 5°, 10°, 20° et 30°.

On constate pour les angles de 5° et 10° que les
lignes de courant, dans la région centrale, suivent
bien I'horizontale matérialisée par des croix. Cela est
moins net pour les angles plus grands.

On voit également la différence de structure de
I’écoulement entre les cas 5° et 10° d’une part et 30°
d’autre part. Cette différence tient a I'existence dans
le cas des petits angles d’une nappe centrale tournant
en sens inverse. Ceci se retrouve pour Ra assez grand
dés que la condition tgp<1/k est realisée. Cette
condition peut s'interpréter simplement car elle
permet de séparer deux situations physiquement
distinctes. Lorsque tgp<1/k le plan horizontal
passant par le centre de la cellule coupe les parois
adiabatiques. Au contraire lorsque tge>1/k un tel
plan coupe les deux parois isothermes maintenues a
des températures differentes. Le raccordement d’un
champ de température stratifié de la forme (17) ne peut
donc se faire de la méme maniére dans les deux cas.

Quoiqu’il en soit de cette interprétation, on
constate expérimentalement que les circulations
principales s'organisent comme [Iindiquent les
schémas de la Fig. 4.
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F1G. 3. Structure des lignes de courant pour différents angles d'inclinaison. Ra = 1920000, = 2, (a) ¢ = 30°,
(b} ¢ = 20°, (c) ¢ = 107, {d) ¢ = 5°. Les croix indiquent la direction horizontale.
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F1G. 4. Représentation schématique des lignes de courant
pour tg ¢ > 1/k (cas A), et tg ¢ < 1/k (cas B).

Nous poserons, comme limite supérieure extréme de
la validité des développements (6), (7), la condition

1

tg ¢ <. 19
ge<y (19)

LIGNES DE COURANT

La Fig. 5 donne pour k = 4 les lignes de courant
¥ = oy, + @2, obtenues en résolvant les équations
(6) et (7) pour o = 1 et 2, par la méthode de Galerkin
[1, 7, 8, 9]. La résolution au second ordre est utile
pour comparer aux photographies obtenues pour des
angles relativement grands (Fig. 6). On constate que
la circulation s’organise conformément au schéma B
(Fig. 4). Pour Ra assez grand, apparait une nappe
centrale relativement lente, tournant en sens con-
traire du sens naturel, sens naturel qui est celui des
nappes relativement rapides qui sont prés des parois
isothermes.

L’apparition de la nappe centrale correspond a
I'établissement de la stratification thermique hori-
zontale. A cette stratification est associée (Fig. 7),
pour le nombre de Nusselt global, une transition qui
sépare un régime fortement croissant avec Ra et un
régime a croissance modérée avec Ra.

ORDRES DE GRANDEURS

Il est possible d’estimer I'ordre de grandeur des
principales variables pour Ra assez grand.
Admettons que, dans la région centrale,
oT,
i,
0x
ce qui correspond, pour (—0, a la forme (17).
Admettons que les nappes rapides qui raccordent
la région centrale aux parois isothermes ont une
épaisseur de ’ordre de 6.

20)

L’équation (6), compte-tenu de (20), permet
d’écrire
;_//7 ~M (1)
et (7) donne, compte-tenu de (20):
vk (22)

k8

d’ou S~k Me, (23)
Dans les nappes proches des parois:

Vmax ~ KH3M, (24)

Vx l//m.e\x kM“Z (25)

NOMBRE DE NUSSELT
A partir de I'équation (2), on montre (annexe 1)
que le nombre de Nusselt global Nu est donné par

Nu = l+4] J‘J'(V"I)zdxd), (26)

ou T=T-y.

Compte-tenu du développement (4), il vient:

Nu = I+AJ‘J (VT,)*dxdy

‘4k JJ (VT)* +(VT,-VT,) dxdy +... (28)

d’ou I'on deduit qu’au second ordre le nombre de
Nusselt est indépendant du nombre de Prandtl

Nu = 1+a(k, M) o?+0(¢*). (29)

Les valeurs de a(k, M) calculées a partir de (28) par
la méthode de Galerkin sont données sur la Fig. 7.
La formule (28) permet également d’estimer 'ordre
de grandeur de «. En effet comme VT, ~ 1| dans la
région centrale et VT, ~ (k/3) dans une région dont
I'épaisseur est de l'ordre de & prés des parois
isothermes, on doit avoir, si d« 1, d’apres (28),

k 2
o) ~aes e
d

VERIFICATIONS EXPERIMENTALES

(30)

Un premier type de vérifications a consisté a
photographier les lignes de courant, rendues visibles
au moyen de paillettes d’aluminium. On a utilisé de
I'eau ou du glycol pour obtenir, avec des écarts de
températures faibles, les valeurs souhaitées du
nombre de Rayleigh.

Ces photographies, dont quelques unes sont sur la
Fig. 6, sont en trés bon accord avec les lignes de
courant calculées.

—1
1000000

F1G. 7. Valeurs calculées de a(k, M).
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FI1G. 5. Lignes de courant calculées. k = 4, > = 5° et Ra = 16 M = 80000, 190000, 960 000, 3 200 000.
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F1G.6. Photographiedeslignesdecourantpourk = 4, = 5”,et(a)Ra = 80000glycol. (b) Ru = 190000 €au,
(¢) Ra = 960000 glycol, (d) Ra = 3200000 eau.

Un deuxiéme type de vérifications, plus quantitatif,
porte sur la mesure du nombre de Nusselt global.
Pour réaliser ces mesures, compte tenu de la petitesse
de leffet dans notre cas, nous avons utilis€é une
méthode sensible décrite dans 'annexe 2.

Une premiére série de mesures (k=2 et k = 4, Ra
= 450000) réalisée avec du glycol donne les points
expérimentaux de la Fig. 8. Pour k =2, on vérifie
que les points expérimentaux se placent sur la courbe
théorique lorsque ¢ est assez petit. Cela n’est pas
visible lorsque k = 4, Cest pourquoi, en rééquilibrant
l'appareil de mesure pour accroitre la sensibilité,
nous avons réalis¢ une deuxiéme série de mesures
(k =4, Ra=370000) sur le domaine d’angles
beaucoup plus petits correspondant au cercle de la Fig.
8. Cette deuxiéme série est représentée sur la Fig. 9.

Nous avons également tracé deux courbes de o en
fonction de M pour k = 4 pour deux angles (Fig. 10).
Ces courbes montrent la encore que les résultats
expérimentaux s’approchent des résultats théoriques
lorsque ’angle diminue.

En examinant les seconds membres des équations
(6) et (7) on peut estimer, avec un nombre de
Prandtl assez grand, que 7, ~ kT,. La contribution,
positive, de T, au nombre de Nusselt est donc de
Pordre de ak?p* Ceci justifie bien l'ordre de
grandeur de ’écart entre les résultats expérimentaux
et théoriques dés que la condition (19) n'est plus
respectée.

Enfin, la validité des exposants de la formule (30)
peut étre vérifiée sur les Figs. (11) et (12). Ces figures
montrent que compte tenu du caractére un peu
rustique des approximations les résultats sont
acceptables.

CONCLUSION

La théorie asymptotique ¢—0 permet d’estimer
I'influence de la convection sur une mesure de
conductivité thermique lorsque cette convection est
liée a un défaut d’horizontalite.

Les résultats obtenus mettent en évidence
I'inconvénient qu’il y a. toutes choses égales par
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F1G. 8. Nombre de Nusselt en fonction du carré de angle,

pour M = 28000, les droites correspondent aux valeurs

calculées de o. Le cercle prés de lorigine correspond au
domaine de la Fig. 9.
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FiG. 9. Nombre de Nusselt en fonction du carré de angle
d’inclinaison pour de trés petits angles.
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FiG. 10. Comparaison des résultats théoriques calculés et
des valeurs expérimentales de o déduites des mesures du
nombre de Nusselt au moyen de 'équation {29).

ailleurs, a utiliser des cellules de grands facteurs de
forme, pour de telles mesures.

Par ailleurs nous expérons avoir mis en lumiére le
caractére un peu original de la convection laminaire
dans le cas des faibles angles et lorsque la paroi
supérieure est la plus chaude.
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ANNEXE 1

Reprenons I'equation (2) sous la forme

‘3 [T%_ﬁl%i[_ﬂ_ﬁf]:a

< @31)
dx|_ dy Ox &y dx  ay

Les parois latérales étant adiabatiques, le flux de chaleur a
travers une ligne y = y,, c’est-a-dire:

i &y T
P = dx| T—+ (32)
-k ox ay y=yo
est indépendant de y, d’ou, en intégrant par rapport a y:
e h oy oT
®=- dy dxf T—+ . (33)
2J), x ax  {dy

Posons T= T, + T ou T, est la température en absence de
convection, T, = y.

11 vient Dd=d,+d, avec (34)
o ]Jfrw ol 4y = 24 35
== —+— |dxdy = 2k, k
0= LPW 2y xdy (35)
1 Loy eT Loy
D, =— T-—+—|dxdy = - | | T—dxdy. (36)
2 ox Oy 2 ox
Par ailleurs réécrivons (31) sous la forme:
AT+ T)-V-V(T,+T)=0. 37)
Comme AT, = 0, il vient
”T(AT— V-VT,) = J‘J‘T(V-VT) =
1 ~
jJ‘EV%VT)z =0 (38)
d’on JfTV-VTO = JJTAT (39)
1 T~
d’ou @ =2k -3 JJ TAT (40)
et enfin
g 1 ~
Nuy=—-= 1+—JJ(VT)dedy'. (26)
@, 4k

ANNEXE 11: METHODE DE MESURE
DU NOMBRE DE NUSSELT

L’appareil utilisé, dont la Fig. 13 donne une coupe
schématique, permet de déduire les variations du flux de

Altuglas

p > T
S /
Polystyrine ./
AT

FiG. 13. Coupe schématique de l'appareil de mesure du
flux de chaleur.

chaleur @ a travers une cellule du rapport de deux
différences de températures. L’hypothése principale est que
dans toutes les parties solides le gradient de température est
perpendiculaire aux blocs 7, et T,. Dans ces conditions, en
négligeant les variations des conductivités thermiques avec
la tempeérature et, pour les liquides, la variation du nombre
de Rayleigh avec la température moyenne, on peut écrire
Pégalite du flux de chaleur a travers les quatre comparti-
ments sous la forme

T, —t
=L s (41)
h
-1 o
® =12 s aks =), (42)
h*
T —t, .
O =-—"{)s+2¥S—3s) 43)
h*
t,— T,
O =218, (44)

h

A conductivite thermique du solide (plexiglas), i épaisseur
du plexiglas, i* = Nul, (ou 4, est la conductivité
thermique du liquide, glycol), h* épaisseur de la couche
liquide, § aire de la section droite du solide, s aire de la
section droite des cloisons qui entourent le liquide.

On peut negliger la chute de température dans les blocs
de cuivre centraux qui sont cependant assez épais pour
assurer 'isothermie de ¢, et f,.

Des équations (41)-(44) on déduit facilement

h s SAih*
Nu=|x-"2 | 200 (46)
h*S Jhig(S—s)
=1
ou X = - . 47)
-

Les facteurs géomeétriques sont connus avec précision. Il
n'en est pas de méme pour la conductivité thermique du
plexiglas. C’est pourquoi nous avons préfere deduire /4, de
la condition Nu =1 pour © =0 (ce qui nous donne /4,
= 1,369).

Sans discuter ici les avantages et les inconvénients de
cette méthode de mesure, précisions que la sensibilité
maximale (d Nu/dX maximum) est obtenue lorsque le
“pont” est équilibré, c’est-a-dire lorsqu’on choisit h de telle
sorte que X = 0 pour Nu = |.

Les points de la Fig. 9 ont ét¢ obtenus pour h* = 22 mm et
h = 25mm, ce qui correspond presque a I’équilibrage.

Les points de la Fig. 9 ont été obtenus pour A* =22 mm et
moyen de thermocouples chromel-constantan, de 0,1 mm
de diamétre, deux en série pour la mesure de (t,—t,),
associés a un microvoltmeétre et & un enregistreur.
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NATURAL CONVECTION IN A RECTANGULAR BOX
NEARLY HORIZONTAL AND HEATED FROM ABOVE

Abstract—Moderate aspect ratios and large Rayleigh numbers are studied. An asymptotic solution
suitable to small inclination angles is given by the Galerkin method. When Rayleigh numbers are large
enough, the flow is characterized by the presence of two sheets along the upper and lower plates and a
stratified core where a slow and counter-rotating-flow is running. The global Nusselt number is
independent of the Prandtl number and is given by the following equation:

Nu = 1 4+alk, M) o2

Experimental results are in good agreement with the theoretical predictions.

FREIE KONVEKTION EIN EINEM RECHTECKIGEN, NAHEZU HORIZONTALEN,
VON OBEN BEHEIZTEN BEHALTER

Zusammenfassung— MiBige Seitenverhiltnisse und groBe Rayleigh-Zahlen wurden untersucht. Eine fiir
kleine Neigungswinkel geeignete asymptotische Losung nach der Galerkin-Methode wird angegeben.
Wenn die Rayleigh-Zahlen grof} genug sind, wird die Stromung charakterisiert durch das Vorhandensein
von zwei Schichten ldngs der oberen und unteren Platten sowie durch einen geschichteten Kern mit einer
langsamen gegenlaufigen Stromung. Die globale Nusselt—Zahl ist von der Prandtl-Zahl unabhéngig und
wird durch die folgende Gleichung beschrieben:

Nu = 1+a(K, M)e?.

Die experimentellen Ergebnisse sind in guter Ubereinstimmung mit den theoretischen Voraussagen.

ECTECTBEHHASl KOHBEKLIUS B [MIPSIMOYI'OJIBHOM EMKOCTH,
PACIOJIOKEHHOHN TMOYTH ITOPU3OHTAJILHO U HATPEBAEMOH CBEPXY

Annorauns — [1poBe/IcHO HCC/IEJOBAHHE ECTECTBEHHON KOHBEKUHH B €EMKOCTH C YMEPEHHBIM OTHOLIE-
HHEM CTOPOH NpH GOJBIIMX 3HavyeHHAX yHcna Penes. Meromom lManépkuHa monyyeHO acHMITOTH-
YECKOE PpelleHHe, CNpaBeTHBOE IS MajbiX YIJIOB HakjloHa EMKOCTH. Ilpu 10BOJBHO GosbLuMX
3HaveHHAX yucna Penes kapTHHa TeyeHHsA XapaKTEpH3yeTCs HaJIMYHEM CJIOS BOOJb BepXHeHd W cios
BAOJbL HHXHEH IUIACTHH H CTPaTHOHUHPOBAHHOTO fAApa, B KOTOPOM INPOMCXOAHMT MeIEHHOE
BO3BpaTHO-BpalllaTeibHOE [BHXEeHHe XHakocTH. CymmapHoe umcio Hyccenbta He 3aBHCHT oOT
3HayeHus yucia [1paHAT/IS H onpelenseTcs U3 CAEAYIOLIEro YpaBHEHHS

Nu =1 + a(k, M)$2.

I'lonyqeuo XOpo1ee COBNaXCHHAE 3KCNCPHMEHTANIbHBIX JaHHBIX ¢ TCOPCTHYCCKHAMH PE3yJIbTaTaMH.
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